Poids de Serre dans la conjecture de Breuil-Mézard

Agneés David

RESUME. The first part of the paper is a survey about the Breuil-Mézard Conjecture : ob-
jects involved, statements, interpretations, known cases... It ends with a general strategy to
compute the intrinsic multiplicities of Serre weights of a local 2-dimensional irreducible mo-
dulo p Galois representation. These integers encode the geometry of crystalline deformation
spaces, including Hodge—Tate weights exceeding the Fontaine—Laffaille bounds.

This method is a motivation for the rest of the paper. It consists in a complete study
of the Serre weights of 2-dimensional irreducible modulo p representations on the one hand,
and of some tame inertial Galois types on the other hand. Non generic situations reveal new
phenomena (“vanishing” or “multiplicity” of weights, in a combinatorial sense). I present
several examples showing the link of these new phenomena with the geometry of some Kisin
varieties, that is with Galois deformation rings.
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Introduction

Soient p un nombre premier, F' une extension finie non ramifiée de Q, et p une représentation
continue du groupe de Galois absolu de F' dans GLa(F)).

La conjecture de Breuil-Mézard ([BMO02], [Kis10], [EG14]) décrit la géométrie (nombre de
composantes, singularités, multiplicités...) de la fibre spéciale des déformations potentiellement
semi-stables et cristallines de p en fonction de deux familles de multiplicités, indexées par les
poids de Serre du corps F. La premiere famille releve de la théorie des représentations et est
reliée aux contraintes de déformation par la correspondance de Langlands locale. La deuxieéme
famille, formée des multiplicités intrinséques, ne dépend que de la représentation p et des poids
de Serre de F.

Bien que portant sur une représentation galoisienne locale, la conjecture de Breuil-Mézard
est connue pour étre équivalente a des énoncés de relevement de modularité pour des représentations
globales ([EG14]). Pour Q,, sa démonstration par Kisin ([Kis09]) est ainsi intimement liée &
celle de la conjecture de Fontaine—-Mazur et utilise tout le programme de Langlands p-adique
sur Q. Pour une extension non ramifiée générale de Q,, elle est établie pour certains cas
particuliers de contraintes de déformation et de représentations ([BM14], [GK14]).

D’apres la conjecture de Breuil-Mézard, les valeurs des multiplicités intrinseques régissent
la géométrie de toutes les déformations potentiellement semi-stables et cristallines de p. Une
conjecture de Kisin ([Kis10], conjecture 2.3.2) prédit que ces valeurs sont toujours 0 ou 1 pour
une représentation irréductible. Elle est vérifiée pour les représentations génériques ([BM14])
et les poids de Serre Fontaine-Laffaille réguliers ([GK14], voir définition 1.4).

La premiere partie (§1) de cet article présente un panorama de la conjecture de Breuil-
Mézard : objets en jeu, énoncés, interprétations et cas connus. Elle se termine (§1.4) par le rappel
d’une méthode de calcul pour les multiplicités intrinseques, qui se révele tres efficace. Celle-ci
repose d'une part sur la détermination de certains anneaux de déformations potentiellement
Barsotti-Tate, a type galoisien modéré de niveau f, d’autre part sur une connaissance précise
de la multiplicité des poids de Serre dans ces contraintes de déformation.

La suite de cet article est consacrée a I’étude détaillée de ce deuxieme ingrédient. Elle
fournit d’abord des formules pour les poids de Serre d’une représentation p comme ci-dessus,
irréductible (§2), et pour ceux d’un type galoisien t modéré de niveau f (§3). Ces formules
généralisent, tout en les reformulant, des descriptions de Breuil et Paskiinas dans les cas
génériques ([BP12]). Elles possedent l'avantage d’une manipulation aisée pour établir des
résultats théoriques comme pour les calculs pratiques. Elles s’étendent surtout aux représentations
non génériques (§2.3.2).

On dégage de cet examen les nouvelles notions de poids de Serre modifié (§2.3.1), dont
on établit les propriétés (non régularité, existence pour les représentations non génériques,
voir §2.3.3), et de multiplicité combinatoire (§2.4).
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Ces nouveaux phénomenes ont un pendant du coté des anneaux de déformations ga-
loisiennes et de la géométrie de certaines variétés de Kisin. Ces espaces de modules d’ob-
jets de théorie de Hodge p-adique apparaissent naturellement comme intermédiaires dans la
détermination des espaces de déformations galoisiennes. On présente dans la derniére partie (§4)
plusieurs exemples qui illustrent ce lien profond pour des corps F' de petit degré.

L’auteur tient a remercier ici Christophe Breuil, Xavier Caruso et Ariane Mézard pour les
riches discussions qui ont entouré le travail présenté dans cet article.

0. Notations

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5. On fixe @p une cloture algébrique de Q,,.

Dans @p, on note F' l'extension finie non ramifiée de Q, de degré f, O son anneau
d’entiers, kr son corps résiduel. On note G le groupe de Galois absolu Gal(@p /F)de F et I
son sous-groupe d’inertie. Soit F’ I'unique extension non ramifiée de degré 2 de F' dans Q,,. On
lui associe les mémes notations Opr, kg, Gpr et Ip:.

On fixe également un corps des coefficients F, qui est une extension finie de Q,, dans @p.
On note O son anneau d’entiers, kg son corps résiduel et wg une uniformisante fixée. Dans
tout le texte, on suppose que le corps E est < assez grand >. En particulier, on suppose que F
contient les corps F et F’. On fixe donc un plongement 75 de F’ dans E et on note 7y sa
restriction a F. On note ensuite S ’ensemble des plongements de F' dans F, qu’on identifie &
I’ensemble des plongements de kr dans kg, et S’ Panalogue pour F’.

Soit G%b le plus grand quotient abélien de G et FX le complété profini de F'*. La théorie
du corps de classes local fournit un isomorphisme de G%b dans F* qui envoie les éléments
de Frobenius géométriques sur les uniformisantes et 'image du sous-groupe d’inertie sur Oj.
Par cet isomorphisme, nous voyons implicitement tout caractére de G (resp. de Ir) comme
un caractere de F'* (resp. de Of).

On note L le corps obtenu en adjoignant & F' une racine (¢ — 1)-ieme de —p, -/—p. On
suppose également que le corps F contient L. Dans 'isomorphisme G"l‘:b ~ F X, la projection
a gauche sur Gal(L/F) et a droite sur les représentants multiplicatifs [F*] = F* (en envoyant
p?(1 + pOr) sur 1) induit un isomorphisme

Gal(L/F) — (Op/p)* =k}
g(=Y=p)
9 — p

par lequel on voit tout caractére de kj comme un caractére de Gal(L/F) et réciproquement.

On note wy le caractére fondamental de niveau f de Gp dans kj induit sur Gp par
I’isomorphisme ci-dessus et le plongement Tojkx- On note de fagon analogue way le caractere

fondamental de niveau 2f de Gps dans kj; associé au plongement 74. Pour tout plongement 7
dans S (resp. 7/ dans &), on note w; (resp. w;) le caractere fondamental de niveau f (resp. 2f)
de G (resp. Gps) induit par 7 (resp. 7'). On note € de Gr dans Z,; le caracteére cyclotomique
p-adique et w sa réduction modulo p. Pour 6 dans kj;, on note nr’(f) l'unique caractére non

ramifié de G/ dans kj; qui envoie le Frobenius arithmétique de G g sur 6.

Enfin, dans tout le texte, p désigne une représentation irréductible de Gp dans GLa(kg).



4 AGNES DAVID

1. Conjecture de Breuil-Mézard

La conjecture de Breuil-Mézard prédit I’égalité entre deux entiers naturels associés a la
représentation galoisienne p : la multiplicité galoisienne et la multiplicité automorphe. On
présente dans cette premiere partie les objets en jeu dans la conjecture (§1.1, §1.2), puis son
énoncé et les cas déja connus (§1.3), et enfin une méthode de calcul des multiplicités intrinseques,
entiers dont l'existence est prédite par la conjecture et qui codent la géométrie des déformations
cristallines de p.

1.1. Coté galoisien.

1.1.1. Anneauzx de déformations potentiellement cristallines et semi-stables. On s’intéresse
a des relevements en caractéristique nulle de la représentation p qui possedent la propriété
géométrique naturelle d’étre potentiellement semi-stables, voire cristallins. On rappelle ici les
objets associés aux représentations potentiellement semi-stables qui interviennent dans les
énoncés de la conjecture.

Soient E’ une extension finie de F et p une représentation continue de G sur un E’-espace
vectoriel de dimension 2, potentiellement semi-stable. Deux données lui sont naturellement
associées : son type de Hodge et son type galoisien.

Le type de Hodge p-adique de p, noté v dans ce texte, est décrit par la donnée, pour tout
plongement 7 de F' dans E, d’un couple (w,,k;) dans Z x N>g. Cette notation correspond a
des poids de Hodge-Tate (w,,w; + k; — 1);cs pour la représentation p (voir [Kis10] §1.1.3
ct [BM14] §2).

Le type galoisien de p est une représentation du sous-groupe d’inertie I sur un @p—espace
vectoriel de dimension 2, a noyau ouvert, et qui s’étend & une représentation de Weil-Deligne
de F'; on le note t. Il mesure le défaut de semi-stabilité de p, au sens suivant : p est semi-
stable sur F' si et seulement si son type galoisien est trivial. De plus, si p est potentiellement
semi-stable et de type galoisien non scalaire, alors p est potentiellement cristalline.

Dans tout ce texte, on suppose que le corps F est choisi assez gros, de sorte que tous les
types de Hodge et galoisiens considérés sont définis sur F.

Pour des données v et t comme ci-dessus, on fixe pour toute la suite du texte un caractere
: X s S T . _ 2w, +kr—2
continu ¢ de G dans O, vérifiant, en restriction a linertie : 17, = (dett) ][], .ge7 .

Ce choix étant fait une fois pour toute, on omettra parfois 1) dans les notations.

Une représentation potentiellement semi-stable p comme ci-dessus est dite de type (v, t, 1))
si elle est de déterminant e, ses poids de Hodge—Tate sont (w,, w, +k, —1),¢cs et la restriction
a l'inertie Ir de la représentation de Weil-Deligne qui lui est associée est isomorphe au type
galoisien t.

Soit R¥(p) la Op-algebre locale compléte noethérienne de corps résiduel kg paramétrant
les déformations de p sur de telles Og-algebres, de déterminant e. Les anneaux, quotients
de RY(p), paramétrant les déformations de p potentiellement semi-stables et de type (v, t,) ont
été initialement étudiés dans [?]. Les résultats de [Kis10] (théorémes 1.2.1 et 1.2.2) et [GK14]
(proposition 2.1.1) se résument ainsi (voir aussi [BM14] §2 pour une description explicite) : il
existe un unique quotient (possiblement nul) RY, (v, t,7) (resp. R%(v,t,7)) de RY(p) vérifiant

(i) R;@(v,t,ﬁ) (resp. RY.(v,t,p)) est réduit et sans p-torsion ;

(ii) pour toute extension finie £’ de F et tout morphisme de Op-algebres x de RY (p) dans F,
la E’'-représentation de dimension 2 de Gr induite par x est potentiellement semi-stable
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(resp. cristalline) de type (v,t,) si et seulement si = se factorise par Rg’t(v,t,ﬁ) (resp.

Lorsque 'anneau Ri (v,t,p) (resp. R%.(v,t,p)) est non nul, il est équidimensionnel de dimen-
sion 1+ f.

1.1.2. Multiplicité de Hilbert—Samuel. Soit A un anneau local noethérien, de dimension d et
d’idéal maximal m4. Il existe un unique polynoéme P4(X) vérifiant : pour tout entier naturel n
assez grand, la longueur du A-module A/m’;** est égale & Pa(n). Le polynome Pa(X) est de
degré au plus d et son coefficient de degré d multiplié par d! est un entier naturel, appelé la
multiplicité de Hilbert-Samuel de A et noté e(A) (voir [Mat86] §13). La multiplicité de Hilbert—
Samuel mesure le nombre de composantes irréductibles de Spec A, ainsi que leurs singularités
et multiplicités éventuelles.

EXEMPLES 1.1.
e Pour tout r dans N*, on a : e (kg[[X1,..., X,]]) = 1.
e Ona:e(kp[[X,Y]]/(XY)) =2.

Les multiplicités galoisiennes qui apparaissent dans la conjecture de Breuil-Mézard sont
les multiplicités de Hilbert—Samuel des fibres spéciales des anneaux de déformations définis
en §1.1.1.

DEFINITION 1.2 (Multiplicité galoisienne). Soient p, v et t comme dans la partie 1.1.1.
On appelle multiplicité galoisienne semi-stable (resp. cristalline) et on note ,uz;tal(v,t,ﬁ) (resp.
Hga1 (V. t,p)) la multiplicité de Hilbert-Samuel de 'anneau RY(v,t,9)/(wE) (vesp. RL(v,t,7)/(wg)) :
o n(v.6.9) = e (RL(v.t.9)/ (@)
o g (v,t,p) = e (RE(v,t,75)/(wE)).

1.2. Co6té automorphe.

1.2.1. Poids de Serre. On appelle poids de Serre de F toute (classe d’isomorphisme de)
représentation irréductible de GLa(kr) sur un kg-espace vectoriel. Toute représentation lisse
irréductible de GLo(Op) sur un kg-espace vectoriel se factorise par un poids de Serre de F' et
on identifiera dans la suite ces deux notions. Les poids de Serre de F' sont en nombre fini et
classifiés de la manieére suivante.

(i) Soit (s, sr)res dans ([0;p — 1]]2)8 la donnée, pour chaque plongement de F' dans £, d’un
couple d’entiers entre 0 et p — 1. Alors la représentation
® ((Sym“ k%) ®pp 7O dets*> ,
TES

ou GLy(kp) agit sur le facteur (Sym“ k:QE)T par le plongement 7 de kr dans kg, est un
poids de Serre de F.

(ii) Tout poids de Serre de F' est isomorphe & un poids de cette forme.

(iii) Cette écriture est unique lorsque l'on suppose de plus que les entiers (s;),cs ne sont pas
tous égaux a p — 1.

Dans la suite du texte, on désignera donc souvent un poids de Serre par la donnée des en-
tiers (17, 87)res-

NOTATION 1.3. On note Dg ’ensemble des poids de Serre de F.

On rappelle enfin deux notions de régularité pour les poids de Serre ([GK14], définition 2.1.8).
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DEFINITION 1.4 (Poids de Serre (Fontaine-Laffaille) régulier). Un poids de Serre (77, 87 )res
de F est dit :

e régulier si tous les entiers r sont dans [0,p — 2] ;

e Fontaine—Laffaille régulier si tous les entiers r, sont dans [0,p — 3].

1.2.2. Poids de Serre d’une représentation irréductible. Dans [BDJ10], Buzzard, Diamond
et Jarvis associent & une représentation p un ensemble D(p) de poids de Serre. Cet ensemble
intervient notamment dans 1’énoncé de la conjecture de modularité de Serre pour les corps de
nombres totalement réels. On en rappelle ici la définition.

Comme p est irréductible, il existe un caractere £ de Gp/ dans F; tel que p est I'induite
de Gp & G de €. Lensemble D(p) ne dépend que de la restriction de £ au sous-groupe d’inertie
de Gr et est défini de la maniere suivante.

DEFINITION 1.5 (Poids de Serre de p, [BDJ10] §3.1). L’ensemble D(p) est I'ensemble des
poids de Serre (7, 8;)rcs tels qu'il existe une partie 7 de S’ de cardinal f, dont la restriction
a F donne S et qui vérifie :

1+T7_/

€ _ w |F wsT
[Ipr = T/ T

TeJ TES

1.2.3. Multiplicité d’un poids de Serre dans le type de déformation. Dans cette partie, on
explique comment associer & un type de déformation (v,t) comme dans la partie §1.1.1 et & un
poids de Serre o une multiplicité my ¢(o) (dans N).

Soit d’abord t un type galoisien. On associe a t deux représentations de GLy(OF) sur un
E-espace vectoriel de dimension finie, lisses et irréductibles, o4 (t) et o (t), données par le
théoreme ci-dessous.

Pour t une représentation de Weil-Deligne de F sur un @p—espace vectoriel de dimension 2,
Frobenius semi-simple, on note (t) la Q,-représentation lisse et admissible de GL(F) associée
A t par la correspondance de Langlands locale.

THEOREME 1.6 (Henniart, appendice de [BMO02]). Soit t un type galoisien comme dans la
partie 1.1.1. Il existe une unique Q,-représentation oy (t) (resp. oo (t)) lisse, irréductible, de
dimension finie, de GL2(OF) telle que, pour toute représentation de Weil-Deligne t de F sur
un Q,-espace vectoriel de dimension 2, Frobenius semi-simple, on a :

ti, ~t <= o0gx(t) est une sous-représentation de (t)IGLz(OF)

(resp. N =0 surt et tj;, ~t <= o0c(t) est une sous-représentation de m (t)\GLQ(OF)) .

Les représentations ot (t) et o (t) coincident, sauf lorsque le type galoisien t est scalaire.
On a en particulier o (1) = 1. Dans le choix du corps E assez grand, on suppose que les
représentations oy (t) et 0., (t) sont définies sur E.

Soit maintenant v un type de Hodge p-adique comme dans la partie 1.1.1. On associe
également & v une représentation de GLy(Op) sur un E-espace vectoriel de dimension finie,
par la formule explicite suivante :

a(v) det ® ((Symk’f2 E2>T QpToO deth) ,

TES

ou GL2(Op) agit sur le facteur (Symkf*2 E2) par le plongement 7 de F' dans E.
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On consideére alors dans le produit tensoriel oy (t) @ o(v) (resp. oe(t) @ o(v)) un sous-
Op-réseau Ly (resp. L'y) stable par Paction de GLa(OF). La semi-simplifiée de la réduction

modulo wp de LYy (resp. L) est indépendante du choix du réseau L3 (resp. Lg'y); on la
—SS$ — <SS
note og(v,t)  (resp. oe(v,t) ).

Les représentations og (v, t) * et o (v, t) ® sont des représentations lisses de GLy(Op) sur
un kg-espace vectoriel de dimension finie. Elles se décomposent donc en somme de poids de
Serre de F, éventuellement avec multiplicité.

DEFINITION 1.7 ([BM14]). Soient o un poids de Serre de F, v et t comme précédemment.

On appelle multiplicité semi-stable (resp. cristalline) de o dans le type de déformation (v,t),

Ccr

vt(0)) la multiplicité de o dans la représentation oy (v,t)  (resp.

et on note my (o) (resp. m
—SS
oa(v,t) )

Ust(vvt)ss = @ O—mf't’t(a)
oc€Dp
(resp. crcr(v,t)SS = & Umffx«t(")).
oc€Dp

NOTATIONS 1.8. On note Dg(v,t) (resp. De(v,t) ) I'ensemble des poids de Serre de F
apparaissant dans ast(v,t)% (resp. acr(v,t)%), c’est-a-dire ceux pour lesquels la multiplicité
m3 (o) (resp. m§'¢(0)) est non nulle.

1.3. Enoncés, interprétations et cas connus.

1.3.1. Enoncés. Les premiers énoncés et cas connus de la conjecture de Breuil-Mézard,
pour Q,, se trouvent dans [BMO02]. Kisin en a ensuite généralisé la formulation, pour Q, et les
extensions finies de Q,, dans [Kis10]. Il en existe également des versions raffinées ([BM14]),
géométriques, ainsi que des énoncés pour GL,, ([EG14], sous 'hypothese d’existence de types
généralisant les og(t) et o (t) de §1.2.3 pour GL,,).

CONJECTURE DE BREUIL-MEZARD ([BMO02|, [Kis10]). Il existe une famille d’entiers
naturels (mz(0))oepy, ne dépendant que de 5 et des poids de Serre de F), tels que, pour tout
type de Hodge p-adique v et tout type galoisien t, on a :

,u’ztal(vataﬁ) = Z mf/t,t(g)mﬁ(o-)
o€Dp
et
:ugal(vvtvp) = Z mf/r,t(g)mﬁ(o—)'

o€Dp

Dans I’énoncé de la conjecture, le membre de droite de 1’égalité est appelé multiplicité
automorphe. On appelle 'entier naturel m(o) la multiplicité intrinséque du poids de Serre o
dans la représentation p.

On note que les deux déclinaisons, semi-stables et cristallines, de la conjecture ne different
que pour les types galoisiens t scalaires (notamment, triviaux). Dans ces cas, la conjecture
prédit néanmoins que les mémes multiplicités intrinseques satisfont les deux égalités.

1.3.2. Interprétations. On remarque que les poids de Serre de F' sont en nombre fini, alors
qu’il y a une infinité de choix possibles pour le type de déformation (v,t). La conjecture prédit
en fait 'unicité des valeurs des multiplicités intrinseques et en fournit une interprétation en
terme d’anneaux de déformations.

En effet, un poids de Serre o étant fixé, on peut choisir un type de Hodge p-adique ex-
—SS
plicite v, tel que o¢(vy, 1)  est réduit & o. La version cristalline de la conjecture pour le
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type de déformation (v,, 1) donne alors que mj(o) est la multiplicité galoisienne Hgnl (vVo, 1,7).
La multiplicité intrinseque du poids ¢ dans la représentation p décrit ainsi la géométrie de la
fibre spéciale de 'anneau des déformations cristallines de p, a poids de Hodge—Tate fixés par le
relevement v, de o. En particulier, lorsque la multiplicité intrinseque est 1, cette fibre spéciale
est formellement lisse.

Une interprétation de la conjecture de Breuil-Mézard consiste donc a dire que toutes les
multiplicités galoisiennes, qui décrivent la géométrie des déformations potentiellement semi-
stables et cristallines de p, peuvent s’exprimer en fonction des multiplicités intrinséques (en
nombre fini et ayant elles-mémes une interprétation géométrique, cristalline) et de données
combinatoires relevant de la théorie des représentations via la correspondance de Langlands
locale (les multiplicités m3' (o) ou m$'¢(0)).

1.3.3. Cas connus. Lorsque le corps de base est p, la conjecture a été démontrée par Kisin
(a lexclusion de quelques représentations p) dans [Kis09]. Sa démonstration de Kisin utilise
tout le programme de Langlands p-adique pour Q, et des arguments globaux, qui révelent
le lien étroit entre la conjecture de Breuil-Mézard et des énoncés de relevement de modula-
rité, comme la conjecture de Fontaine—Mazur. Les versions raffinées ([BM14]) et géométriques
([EG14]) sont également connues pour Q,, ; leurs démonstrations utilisent la version numérique
démontrée par Kisin et n’en constituent pas une nouvelle preuve. Dans [Pa315] Pasktinas pro-
pose également une démonstration purement locale de la conjecture pour Q,.

Pour une extension non ramifiée de Q,, la conjecture n’est connue que dans des cas parti-
culier de type de déformation (v,t) : type de Hodge (0,2),cs et type galoisien scindé, modéré
de niveau f ([BM14]), puis quelconque ([GK14]). Sous certaines hypotheses, dont une forme
forte de la partie poids de la conjecture de Serre, Emerton et Gee établissent dans [EG14]
des équivalences entre la conjecture numérique, la conjecture géométrique et des énoncés de
relevement de modularité (y compris pour GL,,).

Pour Q,, et pour des représentations génériques pour une extension non ramifiée de Q,, la
multiplicité intrinseéque vaut 1 pour les poids dans D(p) et 0 pour les autres (voir notamment
dans [BM14] les premiers cas de la conjecture raffinée). D’apres [GK14] (théoréme A), on sait
que, pour toute représentation irréductible, la multiplicité intrinseque est non nulle pour les
poids dans D(p) et nulle pour les autres. On sait de plus que les poids Fontaine—Laffaille réguliers
(voir définition 1.4) ont multiplicité intrinseque (0 ou) 1. Plus généralement, Kisin conjecture
dans [Kis10] (conjecture 2.3.2) que les poids de Serre d’une représentation irréductible ont tous
pour multiplicité intrinseque 1.

1.4. Méthode de calcul des multiplicités intrinséques. Il est naturel de chercher a
calculer toutes les multiplicités intrinseques possibles pour : tester la conjecture de Kisin sur
leurs valeurs, démontrer de nouveaux cas de la conjecture de Breuil-Mézard, accéder a des
informations sur la géométrie des déformations cristallines de p...

Une méthode déja employée avec succes consiste a expliciter les égalités prédites par la
conjecture de Breuil-Mézard pour certains types de déformation (v, t), pour lesquels les données
Heal(V,t, ) et my ¢(0) sont calculables. On obtient ainsi des conditions sur les multiplicités
intrinseques, qui permettent d’établir leur valeur.

Dans la suite du texte, on fixe le type de Hodge p-adique v égal & vy = (0,2),¢es; ce choix
correspond & des poids de Hodge—Tate (0,1),cs (cas potentiellement Barsotti-Tate). Ce choix
étant fixé, on omettra parfois la dépendance en vy dans les notations.
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Comme type galoisien t, on consideére la somme de deux caracteres n @ n’, o n et i’ sont
deux caracteres de Ir dans OF, distincts, modérément ramifiés de niveau f et qui s’étendent
a Gr. De tels types n’étant pas scalaires, les anneaux Ri(vo7 t,p) et R%.(vo,t,p), ainsi que les
représentations o (t) et o¢(t), coincident. On omettra donc parfois dans la suite les indications
st et cr dans les notations.

La détermination des multiplicités pga1(vo,t,p) pour ces contraintes de déformation passe
par la paramétrisation par des objets de théorie de Hodge p-adique (modules fortement divi-
sibles ([BM14]), modules de Breuil-Kisin ([CDM14])) des relévements de p encodés par les
anneaux RY(vo,t,p). Coté automorphe, le calcul des multiplicités intrinséques nécessite une
compréhension fine de 1'ensemble D(p) N D(vop,t) des poids de Serre associés a la fois & la
représentation 7 et au type de déformation (vg,t). Cette question fait I'objet de la suite de cet
article.

La version géométrique de la conjecture de Breuil-Mézard constitue une autre motivation
pour ’étude des poids communs D(p) ND(vy, t). D’apres celle-ci, les composantes irréductibles
de la fibre spéciale de I'anneau R¥ (vo, t,p) se répartissent entre les poids de D(p) N'D(vo, t). De
plus, les composantes irréductibles associées a un poids de Serre o dans cet ensemble donnent
la fibre spéciale des déformations cristallines RY.(v,,1,p) & poids de Hodge Tate prescrits
par . Une prochaine étape est donc de relier les propriétés de ’ensemble D(p) N D(vo, t), et
notamment les nouveaux phénomenes mis en évidence en §2 et §3, a la géométrie des espaces
de déformations galoisiennes (voir §4 pour des exemples).

2. Poids de Serre d’une représentation irréductible de dimension 2

Dans cette partie, on rappelle tout d’abord (§2.1) la définition de [BDJ10] de I’ensemble D(p)
des poids de Serre de la représentation p. Pour une représentation générique, cet ensemble
est décrit par des formules explicites dans [BP12]. On en donne ici une description alterna-
tive (§2.2), qui présente 'avantage de se généraliser aux représentations non génériques (§2.3.2).
De cette généralisation se dégage la notion de poids de Serre modifié (§2.3.1), dont on établit
ensuite les propriétés : existence pour les représentations non génériques, non régularité, etc.
(§2.3.3). Les poids modifiés peuvent posséder une multiplicité combinatoire, examinée dans la
partie 2.4.

Pour toute la suite du texte, on fixe un plongement 7, de F’ dans E relevant le plongement 7
de F dans F déja fixé et on note wyy le caractere fondamental de Gy dans O} associé.

2.1. Rappels : congruences définissant D(p). La représentation irréductible p s’écrit
sous la forme Indgil (wé’f -nr’'(6)) ® w?, avec h un entier dans [1;p/], d un entier relatif et 6 un

412 , . . . . . Fi1—
élément de kj;. Cette écriture n’est pas unique, en raison de I'isomorphisme IndgF (wh + h)
P! f

~

Indg; (wgf) ® w}_h. On en fixe une pour toute la suite du texte.

La définition 1.5 des poids de Serre D(p) de p améne & considérer I’ensemble des parties de S’
(les plongements de F’ dans E) de cardinal f dont la restriction & F donne S (les plongements
de F dans E). Cet ensemble est en bijection avec 'ensemble {0, 1}/ par I'application suivante :

(0,1} — {JCS|T|=fet Tr=5}

Ef_
e=(g0,...6/21) > Je:={r{ofroby,..., 75 ofrob "}
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De plus, on vérifie que 'égalité de la définition 1.5 pour la partie J. possede une solution
(77, 87)res dans ([0;p — 1]%)S si et seulement si la congruence

f-1
(Ce(h)) h= Z(—l)sipi(l +7;) modp’ +1
i=0

a une solution (r;);eqo;s—1] dans [0;p — 1]/. Lorsque cest le cas, les entiers (s;)ico;/—1]

dans [0;p — 1]/ sont en effet uniquement déterminés par h, d, € et la famille (ri)icfosf—1]

ils sont donnés par le développement en base p de I'unique représentant dans [0;pf~! — 2] de
la classe modulo pf — 1 de 'entier

f=1 ,

/-1 h— 2 (=1)7p'(1+r)

d—=> ep'(l+m)+ =

i=0

pr+1

Dans la suite du texte, on désigne donc souvent un poids de Serre par la donnée des en-
tiers (1;)icfo;f—1], en omettant les (s;)icfo;f—1]-

Si la congruence C. (h) a une solution dans [0; p— 1]/, celle-ci est unique. Il arrive néanmoins
qu'une telle solution n’existe pas (dans [0;p — 1]4). Précisément, pour £ dans {0,1}/, on note

DE:1+Zpi+1—Zpi.

g;=0 gi=1

Alors la congruence C.(h) a une solution dans [0;p — 1]/ si et seulement si h n’est pas congru
a D, modulo pf + 1.

Lorsque ¢ varie dans {0,1}/, les classes des D. modulo p/ + 1 qui sont non nulles sont
deux & deux distinctes. Si le degré f est pair, tous les D, sont non nuls modulo pf +1. Si f est
impair, D, est divisible par pf + 1 si et seulement si e vaut 1010...101 ou 0101...010. Ainsi, h
étant fixé dans [1;p/], il existe au plus un mot ¢ dans {0, 1} pour lequel la congruence C.(h)
n’a pas de solution dans [0;p—1]/. Si f est pair, il existe 2/ entiers h dans [1; p/] pour lesquels
ce phénomene se produit. Si f est impair, il y en a 2/ — 2 (voir [BDJ10], proposition 3.1).

2.2. Explicitation des formules génériques. Pour déterminer les poids de Serre D(p)
de la 7, il s’agit donc de résoudre les congruences C.(h) lorsque le mot € parcourt {0,1}f.

L’entier h étant dans [1;p’], il existe un unique f-uplet (rg,71,...,77—1) dans I'ensemble

f-1

[0;p—1] x [~1;p—2] ! vérifiant h = > p*(1+7;). On appelle ce f-uplet < poids initial > de h
i=0

ou de p (bien qu'il ne fournisse pas toujours un poids de Serre de la représentation...).

On rappelle ([BP12], définition 11.7) que la représentation p est dite générique si le poids
initial < ne touche pas les bords des intervalles >, c’est-a-dire est dans [1;p — 2] x [0;p— 3]/ .

D’aprés [BP12], une représentation irréductible générique posséde exactement 2/ poids de
Serre, ¢’est-a-dire que toutes les congruences C. (h) ont une solution et que les solutions sont deux
a deux distinctes. Breuil et Paskiinas donnent également ([BP12], lemme 11.4) des formules
explicites permettant de calculer tous les poids de Serre en appliquant des transformations au
poids initial.

On présente ici une expression différente (bien qu’équivalente) de ces transformations. Elle
présente deux avantages principaux. Tout d’abord, elle fournit un lien direct et explicite entre
un poids de Serre et la (ou les) congruence(s) Cc(h) dont il est solution. D’autre part, elle
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permet d’isoler des propriétés (par exemple, régularité ou Fontaine—Laffaille régularité) propres
a un indice 7 fixé entre 0 et f — 1.

Soit & dans {0,1}f; & tout f-uplet d’entiers = = (o, ..., 2 ;1) on associe un f-uplet 7°(z)
défini par les formules
r5(ro) = (1) (x0 —ef-1) +eo(p—2);
Vie[l; f—1], r5(z;) = (=1)%(x;+¢ei-1)+eilp—2).

Ces formules sont équivalentes au tableau suivant, qui donne 7¢(z;) en fonction de €;_1, €; et z;
(avec la convention e_1 = ey_q).

o 1
€i—1
0 T; p—2—x;
1 1=0|axg—1|p—1—1xg
1#0 | x;+1 | p—3—u

On remarque en particulier que la transformation a appliquer a la i-iéme composante x; ne
dépend que des valeurs de €;_1 et g;.

Pour h dans [1;pf], on note r¢(h), ou simplement 7¢, le f-uplet obtenu en appliquant la
transformation ¢ au poids initial. Le lemme suivant se vérifie facilement.

LEMME 2.1. Pour tout h dans [1;p/] et tout & dans {0,1}/, le f-uplet d’entiers v(h) est
dans [-1;p — 1)/ et satisfait la congruence C.(h).

On en déduit que, si 7¢(h) est dans [0;p — 1]/, alors la congruence C.(h) a une (unique)
solution dans [0; p — 1]7. Dans ce cas, cette solution (c’est-a-dire, le poids de Serre de p associé
ace) est re(h).

Lorsque la représentation p est générique, on vérifie que, pour tout mot ¢, le f-uplet r<(h)
est dans [0; p—2]/. On en déduit que les poids de Serre de 5 sont donnés par les f-uplets 7°(h),
e décrivant {0, 1}, et que tous ces poids sont réguliers (définition 1.4).

2.3. Formules non génériques et poids de Serre modifiés.

2.3.1. Poids modifiés : définition. Lorsque la représentation p est non générique, elle peut
avoir des poids de Serre qui ne sont pas donnés par les formules génériques de la partie
précédente ; on choisir d’appeler de tels poids les poids modifiés.

DEFINITION 2.2 (Poids de Serre modifi¢). Soit r = (ro,...,rs_1) dans [0;p — 1]/ un poids
de Serre de p et e dans {0,1} un mot tel que r est solution de la congruence C.(h). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) r est différent de r=(h);
(2) il existe ¢ dans [0; f — 1] tel que r5(h) est égal & —1.
Un poids de Serre qui vérifie ces conditions est dit modifié (pour p et ).

REMARQUE 2.3. On verra dans la partie 2.4 que cette notion dépend non seulement de la
représentation p, mais aussi du mot €.

2.3.2. Formules modifiées. Les formules génériques de la partie 2.2 doivent maintenant étre
généralisées, afin d’obtenir tous les poids de Serre, modifiés ou non.
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Le mot ¢ étant fixé, on définit I'algorithme de < modification > d’un f-uplet d’entiers
(zo,...25-1) de Z/ de la maniere suivante pour I'indice i (avec la convention f = 0 pour les
indices).

(1) On remplace x; par x; + &;p ou :

* si x; est dans [0;p — 1], & = 0;
* si x; est strictement négatif, & =1
* si x; est supérieur ou égal a p, § = —1;

(2) On remplace x; 1 par z; 11 + ;& (=1)%Ti+1 on :
*siie[0;f—2],m=—-1;
*sii=f—-1,n=1

(3) On passe a l'indice ¢ + 1.

LEMME 2.4. La classe modulo p/ + 1 de l’entier Zf;ol(—l)eipi(l + ;) est préservée par
Uapplication de 'algorithme de modification.

THEOREME 2.5. Soit ¢ dans {0;1}. La congruence C.(h) admet une solution dans l’en-
semble [0;p — 1]F si et seulement si en partant du f-uplet v<(h) a Uindice O et en appliquant
au plus 2f — 1 pas de lalgorithme de modification, on obtient un f-uplet r dans [0;p — 1]7.
Lorsque c’est le cas, r est le poids de Serre de p qui est l'unique solution de C.(h).

DEMONSTRATION. On suppose d’abord que I’algorithme de modification donne, & partir
du f-uplet r¢(h), un f-uplet r dans [0;p — 1]. Comme la classe modulo p/ + 1 de l'entier
Z{:_Ol(fl)“pi(l + x;) est préservée par 'application de l'algorithme et que r¢(h) satisfait la
congruence C.(h), on en déduit que C.(h) admet la solution r dans [0;p — 1]/ (qui est unique).
Ceci démontre un des sens de 1’équivalence.

Pour démontrer 'autre sens, on raisonne par contraposée. On suppose donc qu’apres 2f —1
pas de 'algorithme, le f-uplet obtenu n’est pas dans [0;p — 1]/. On va démontrer que la
congruence C.(h) n’a pas de solution, c’est-a-dire que h est congru a la valeur défendue D,
modulo p/ + 1.

On remarque qu’on peut écrire

-1 -1
D.=1+ Z(—l)eip”'l_si = Z(—l)eipi(l +2) mod p’ +1
i=0 i=0
avec
I sieg =0 . e N _ ) p—=1 sig;=0
w= {7 3220 aviens-da-a-ae-n-{ 57" 392
On a également I’autre écriture :
-1
D.=) (-1)%p'(1+%) modp +1
=0
avec
0 sig; =0

Zo{ -1 sigg=0 etWE[[l;flﬂ,Zi&(pl){

P sieg =1 p—1 sig;=1

Les 2f—1 étapes de ’algorithme de modification que I’on considere sont codées par une suite
dans {0,1} x {—1,0,1}2/=2 qu’on note (&, &1, ..., 51,5, &1, - - ;€% _5). On rappelle que la no-
tation (r§(h), 75 (h),...,75_1(h)) désigne le f-uplet obtenu en appliquant les formule génériques
pour € a h.

Pour les f premieres étapes de ’algorithme, on introduit les notations suivantes :
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e a l'indice 0
* xo =r4(h) € [-Lp—1]
* Yo = xo + &p € [0;p — 1] avec { gg ;? Z :;8 i[[i),lp 1]
e pour tout indice ¢ dans [1; f — 1]
* xp=1r5(h) = (=1 te e & (=1)% e 4 [~ 1Lp - 1] C [-2;p]
&=0 & z;€[0;p—1]
*yi=zi+&peOp—1]avec ¢ &Li=-1 & zi=p
G=1 & ze{-1,-2}
e alindice 0 : z( = yo + &1 (1) -1T%0 € &y (=1)%/—1F0 4+ [0;p — 1] C [-1;p].

Pour ces f premiéres étapes, on obtient donc comme f-uplets d’entiers vérifiant C.(h) :
e & l'indice 0 : (yo, z1,75(h),. .. ,r;_l(h)) :

e pour tout indice i dans [1; f — 2] : (yo,y1,- -+ Yis Tig1, 75 0(h), - .. ,r?fl(h));

e alindice f—1: (xp,y1,...,yf—1).

Pour les f — 1 étapes suivantes, on introduit des notations semblables :
=0 < zel0p-1]
e alindice 0: y,=x( +{p e [0;p—1]avec & =—-1 & zx5=p
=1 & z5=-1
e pour tout indice i dans [1; f — 2]
* g =y — &g ()T e =g (~D)F e 4 [05p - 1] € [-1;p]
=0 o wel0p-1]
*yi=x,+&pe0;p—1]avec &=-1 & z,=p
=1 s z=-1
e & l'indice f —1:
Ty =ypo1 — (ST Eter e g (=1)% 2t 4 [0y p — 1] € [~ 1;p].

Pour tout ¢ dans [[0; f — 2], la (f + ¢+ 1)-iéme étape de 'algorithme donne donc le f-uplet
d’entiers (yg, ..., Yj, Tjy1s Yit2s-- -, Yr—1) comme solution de la congruence C.(h).

On a supposé que le f-uplet obtenu apres la (2f — 1)-ieme étape n’est pas dans [0;p — 1]7.
Or, ce f-uplet est (yp, ...,y o, ;) et, par construction, yg, yy, ..., y}s_ sont dans [0;p—1].
On en déduit que 2, vaut —1 ou p (en particulier &} , # 0).

De plus, s'il existe un indice 7 dans [0; f — 2] tel que 2} est dans [0;p— 1], alors on a &} = 0,
ce qui implique 7, ; = y;, qui est dans [0;p — 1], donc on a aussi &, ; = 0. Par récurrence, ceci
donne 5}72 =0, ce qui n’est pas réalisé.

On en déduit : Vi € [0; f — 1], 2} € {—1,p} et Vi € [0; f — 2], &} # 0. Le fait que z{, soit —1
ou p implique également que £7_; est non nul. On a les disjonctions de cas suivantes.
e A Iindice 0 :
* soit zy = —1,alors yo =0, yo =p— 1, =1 et {y_q(—1)0ter—1 = —1;
x soit zy =p,alorsyp =p—1,y, =0, { = —1 et {p_y(—1)%0ter—1 =1
e En tout indice 7 entre 1 et f —2:
*x soit o, = —1,alors y; =0, y, =p—1,& =1et &_,(—1)%tei-1 =1;
% soit oi=palorsy;=p—1,y, =0,& =—1et &_(—1)%tei-1 = 1.
e A lindice f —1:
* S0it x}q =—1, alors yy_1 =0 et 5}72(71)€f—2+5f—1 =1;
* soit @y =p,alors yp 1 =p—1et & ,(—1)7 21 = 1.
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En particulier, yy_1 (comme tous les yo,...,ys—2) vaut 0 ou p — 1. On sait de plus que &4
est non nul; on a donc également :

* soit g =letyr_1=p—1;

* soit {1 =—-letyr_1=0.

On remarque les relations :
o §o=—Epa(=1)otey
o Vi [1f — 2.8 = &, (1)
o 1= p(~1)r e,
On en déduit : Vi € [1; f — 2], & = & (—1)0T et £ = —§y(—1)=0Fer-1,

Il y a donc deux cas possibles.
e Si¢y(—1)° =1, alors {51 = —(—1)%/~* et pour tout ¢ dans [1; f — 2] , & = (—1)%".
Les équivalences suivantes sont réalisées :
*{xé:—l & =1 & g =0
xy=p <& =-1 & g=1"
. y; =0 = f/- =1 & g,=0
*Vze[[l;f—2]],{yi:p_1 - 522_1 o =1
yf_1:0 = ff_lz—l = Ef_lzo
yp-1=p—1 & &Ga=1 & ega=1"
o Si&j(—1)%0 = —1. Alors ;1 = (—1)%/-* et pour tout ¢ dans [1; f — 2], &} = —(—1)%:.
Les équivalences suivantes sont réalisées :
*{xé:—l & =1 & g=1
xy=p & =-1 & g=0"
. . y; =0 = 6;:1 &S og=1 .
*Vle[[l’f_zﬂ’{yi:p—l o f=-1 & 5=0
*{yf1:0 <~ ff,lz—]_ 54 Efflz].
yp1=p—1 & & 1=1 & e;1=0
On retrouve dans ces deux cas une des écritures possibles pour D, indiquées au début de
la démonstration, & savoir :

*

f—1
D= (1)1 +x()+ > (-1)Fp(1l+y) modp/ +1.
=1

Comme le f-uplet (x(,y1,...,ys—1) vérifie la congruence C.(h), on en conclut que h est congru
& D. modulo pf + 1, c’est-a-dire que cette congruence n’a pas de solution dans [0;p —1]/. O

2.3.3. Poids de Serre modifiés : propriétés. On établit dans cette partie quelques propriétés
des poids de Serre modifiés.

PROPOSITION 2.6. Tout poids de Serre modifié est non régulier.

DEMONSTRATION. On démontre la contraposée. Soit 7' un poids de Serre régulier de p
et ¢ dans {0,1}f tel que 7’ est solution de C.(h). Comme 7’ est dans [0;p — 2] et r° est
dans [-1;p— 1]/, ona: Vi€ [0; f —1],7f — 7l € [-(p— 1);p — 1].

Cet encadrement et le fait que 7’ et r° satisfont la congruence C.(h) impliquent alors 1’égalité
f-1 ‘ —1 ‘
S (=1)Ep'(1+r5) = > (=1)%ip*(1+47%), dont on déduit finalement que 7’ et 7€ sont égaux. O
i=0 i

=0

PROPOSITION 2.7. On suppose le degré f supérieur ou égal a 2. Toute représentation
irréductible non générique posséde un poids de Serre modifié (en particulier, non régulier).
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DEMONSTRATION. Pour f égal & 2, on renvoie aux calculs explicites de la partie 4.1.1. On
suppose donc f supérieur ou égal a 3.

Soit 7o dans [0; f — 1] tel que la composante r;, du poids initial de h a une valeur non
générique (& savoir 0 ou p — 1 si g est 0, —1 ou p — 2 sinon). D’apres le tableau définissant <,
il existe un unique choix pour le couple (g;,-1,4,) qui donne 75 (h) égal & —1. I existe 2772
mots € avec ces valeurs de (g5,—1,€;,). Parmi ces 272 mots, il y en a au plus un pour lequel
la congruence C.(h) n’a pas de solution. Comme 2f=2 — 1 est supérieur & 1, il existe un mot &
pour lequel la congruence C.(h) a une solution et r;, est égal & —1. Le poids de Serre solution
de C.(h) est alors un poids modifié. O

COROLLAIRE 2.8. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) p est générique ;
(2) tous les poids de Serre de p sont réguliers ;

(8) tous les poids de Serre de p sont non modifiés.

2.4. Multiplicité combinatoire.

DEFINITION 2.9. Soit o un poids de Serre de p. On appelle multiplicité combinatoire de o
dans p le nombre de mots ¢ dans {0, 1}/ pour lesquels o est solution de la congruence C.(h).

Lorsque la représentation p est générique, les formules de §2.2 impliquent que tous ses
poids de Serre ont multiplicité combinatoire 1. La situation non générique est plus riche et fait
intervenir la notion de poids modifié.

PROPOSITION 2.10. On suppose que p est non générique et possede un poids de Serre o de
multiplicité combinatoire m supérieure ou égale a 2. Alors o est modifi€ pour au moins m — 1
des mots € tels que o est solution de C.(h). En particulier, o est non régulier.

DEMONSTRATION. On suppose par 1’absurde que o est non modifié pour au moins 2 mots
distincts € et £’. C'est-a-dire que le f-uplet r donnant o est obtenu a partir de h par les formules
génériques de la partie 2.2, pour € comme pour ¢’. En notant (ho, hi,...,hy_1) le poids initial
de h, 'observation du tableau générique donne pour tout ¢ dans [0; f — 1] (avec toujours la
convention —1 = f — 1 pour les indices) :

p—1

sit=0
(gi—1,8i) = (g5_1,¢€}) ou ((sil,si) =1—-¢,_1,1—¢})eth;= { 23 ) .

5 simon

'
On en déduit que (g;); = (1—¢}); et h =2 ;1, ce qui contredit le choix de p non générique. [

EXEMPLES 2.11.

(1) Pour le degré f égal a 2, il résulte de I’étude complete de la partie 4.1.1 que toutes les
multiplicités combinatoires sont 1, y compris pour les représentations non génériques.

(2) Pour le degré f égal a 3, le tableau ci-dessous résume tous les représentations ayant au
moins un poids de Serre de multiplicité combinatoire supérieure ou égale 2 (a torsion
par un caractére de niveau f preés). Les entiers rg, r1 et ry vérifient ici les conditions
du poids initial, c’est-a-dire que rg est entre 0 et p— 1, 1 et ro sont entre —1 et p — 2.
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Poids initial de h | Poids de Serre o | € t.q. o vérifie C.(h) | o modifié pour ¢ et h?
010 non
ro, —1,—1 ro,p— 1,0
(ro ) (ro,p ) 001 =
101 non
—1,r,—1 0,m+1,p—1
@-1r,-1) | @n+lp-1) 000 oui
010 non
(p—Lp—2,m2) | (p—1,0,72+1) -
100 oui

Lorsque l'entier rg, r; ou ro prend de plus une valeur générique, chacune des
représentations du tableau a exactement un poids de multiplicité combinatoire différente
de 1 (celui indiqué dans le tableau) et cette multiplicité est 2. De telles représentations
ont exactement 7 poids de Serre (au lieu de 8 dans le cas générique).

Lorsque 'entier g, 1 ou ro prend une valeur non générique, on obtient (toujours
a torsion par un caracteére de niveau f pres) trois représentations qui ont au moins 2
poids de Serre de multiplicité combinatoire supérieure ou égale a 2. Chacune de ces
représentations a exactement 2 tels poids de Serre, chacun de multiplicité 2, et possede
au total 6 poids de Serre distincts.

Poids initial de h | Poids de Serre o | € t.q. o vérifie C.(h) | o modifié pour € et h?
010
0.p—-1,0) 001 o
(Oa_17_1) 101 on
non
~1,0,p—1
(v P ) 011 oui
101 non
(p - 17p - 17()) N
110 oul
(O7p - 27p - 2)
(0,0 1) 010 non
P 111 oui
101 non
(07}7 - 17p - 1) N
000 oui
(p - lap - 2a _1)
( 1,0,0) 010 non
p==m 100 P

La combinatoire générale pour le degré f quelconque est complexe et implique donc des
poids modifiés, ainsi que des conditions subtiles de non généricité pour la représentation p.
Dans la partie 4 , on se concentre sur le lien entre multiplicités combinatoires, poids modifiés,
et de nouveaux phénomenes observés dans la géométrie de certaines variétés de Kisin, en lien
avec les anneaux de déformations galoisiennes.

3. Poids de Serre d’un type modéré

On présente dans cette partie une méthode de calcul des multiplicités my, (o) pour les
données v et t fixées en 1.4. Tout d’abord, le choix de vq égal & (0,2),cs et la formule
pour o(vg) (§1.2.3) donnent directement o(vg) = 1. Ainsi, o(vg,t) est simplement égal a o(t).
On décrit maintenant la représentation o(t) et o(t), sa réduction modulo wg.
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Les hypotheses sur les caracteres 1 et ' (modérés et se prolongeant & G'r) impliquent qu’ils
se factorisent par le groupe Gal (F™( 1=/=p)/F™), isomorphe & k3. On note encore n et n’ les
caracteres de kj dans O obtenus ainsi.

On note I(OF) le sous-groupe d’Twahori de GL2(OF), formé des matrices dont la réduction
modulo p est triangulaire supérieure. On définit un caracteére y de I(Op) dans Oj par (a
désignant la réduction modulo p de O dans kp) :

X 10r) — O
(o 4) — w@na

D’apres [BM14] (85.1), o(t) est la représentation induite IndGLz(OF) X, formée des fonc-

tions g de GL2(Op) dans E satisfaisant : pour tout (h,z) dans (OF) x GL2(OF), on a
z) = x(h)g(z). L’action (& gauche) de GL2(OF) sur l'espace In X est donnée par
g(h h)g(z). L’ he) de GLy(O r Indjie donné

translation a droite sur les fonctions. Les fonctions dans IndCEL2(§9F ) x dont I'image est conte-

nue dans O forment un (’)E -réseau stable par 1'action de GLy(OF). Sa réduction modulo wg,

notée o(t), est 'induite Ind 2( F)*

ou Y est la réduction de xy modulo wg.

Les facteurs irréductibles de la représentation semi-simplifiée o (t) ) " de GL2(kF) sont donnés
explicitement dans [BP12] (§2). On en présente ici une description alternative, qui a pour
avantage son analogie avec celle des poids de Serre de la représentation galoisienne p introduite
dans les parties 2.2 et 2.3.2. Elle permet également une estimation du nombre de poids d’un
type galoisien général (proposition 3.2)

. , . _ Z.fA plciy

On note ¢ = (cg,...,cs—1) 'unique f-uplet dans [0;p — 1] vérifiant : 77 = wy =0T
L’hypothése que les caractéres n et ' sont distincts implique que ¢ est différent de (0, ...,0)

t(p—1,...,p—1).

Soit & un mot dans {0,1}/. On définit un f-uplet A\°(c) = (A\§(co), .- s A3_1(cp-1)) dans
[-1;p — 1]/ par la formule et le tableau équivalent suivants (les indices i vivant modulo f) :

Vi e [[O,f — 1]], )\f(cl) = (—l)ei(ci — 51’—1) =+ Ei(p — 2)

“l o 1
€i—1
0 C; p—2—c¢; |
1 cG—1|p—1—¢
On vérifie également que le nombre rationnel
1 =
déf i
s°(c) = 3 <5f1(pf —D+ > pe - A?(Ci)))
i=0

est entier. Si le f-uplet A\°(c) est dans [0;p — 1]/, on définit un poids de Serre c°(t) par la
formule :

() (A5(c0), s Aj_(e-1)) @ det”” - (37 o det).

Pour tout poids de Serre o, on note my (o) (au lieu de my, (o)) la multiplicité de o dans la
semi-simplifiée o (t )S et D(t) (au lieu de D(vy, t)) 'ensemble des poids de Serre qui apparaissent
dans cette semi-simplifiée.

LEMME 3.1 ([BP12], lemme 2.2).
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(1) L’ensemble D(t) est formé des poids ¢ (t), lorsque & parcourt les mots de {0, 1} pour
lesquels \°(c) est dans [0;p — 1]7.
(2) La multiplicité my(o) vaut 1 si o est dans D(t) (et 0 sinon).

Lorsque tous les entiers ¢; sont compris entre 1 et p — 2, P'ensemble D(t) comporte donc
exactement 2/ poids de Serre, calculables par les formules explicites ci-dessus. Les types galoi-
siens pour lesquels le f-uplet ¢ posséde des composantes < non génériques > (c’est-a-dire, égales
4 0 ou p — 1) possedent strictement moins de 2/ poids de Serre (on note I’analogie avec le cas
des représentations galoisiennes non génériques).

PROPOSITION 3.2. Soit t un type galoisien comme ci-dessus pour lequel (co,...,cr—1)
posséde au moins une composante €gal ¢ 0 ou p — 1. Alors le cardinal de D(t) est compris
entre 1 et 2F — 272,

DEMONSTRATION. Soit 4 un indice tel que ¢; est non générique. D’apres le tableau ci-dessus,
il existe exactement un choix de (¢;_1,¢;) pour lequel AS(¢;) vaut —1. O

On renvoie & la partie suivante (en particulier §4.2) pour des exemples.

4. Anneaux de déformations, variétés de Kisin et poids modifiés : exemples

Cette derniere partie est consacrée a des exemples pour de petits degrés du corps F'. Lorsque
ce degré est égal a 2, on décrit toutes les représentations irréductibles non génériques, leurs poids
de Serre et les types galoisiens modérés de niveau f avec lesquels elles ont des poids en commun.
Pour les degrés 2 et 3, on illustre le lien entre les propriétés des poids de Serre mises en évidence
dans les parties 2.3, 2.4, 3 et la géométrie des espaces de déformations galoisiennes.

4.1. En degré f = 2. On étudie dans cette partie les représentations irréductibles p du
groupe de Galois absolu de F' = Q2. La situation générique est bien comprise : voir [BM14],
théoréme 5.2.1, pour le calcul des anneaux R¥(vo,n @ n',p) et des multiplicités intrinseques
(m5(0))oen(p)- On se concentre donc ici sur le cas des représentations non génériques.

4.1.1. Représentations irréductibles non génériques pour Q2. Toute représentation de G
sur kg, de dimension 2 et irréductible, est de la forme

— Gr I+ro+p(l+r) s d
p~Indgr, (w4 nr (9)) ® ws,
pour 6 un élément de kj;, et des entiers ro entre 0 et p — 1, ry entre —1 et p — 2 et d dans Z.

Les représentations non génériques sont celles pour lesquelles au moins I'un des deux en-
tiers (ro , r1) est égal & une borne de l'intervalle dans lequel il varie. Elles se répartissent en
quatre sous-cas, indiqués dans la liste ci-dessous. Pour chaque sous-cas, on donne les poids
de Serre de la représentation, calculés a ’aide des formules de la partie 2.3.2.

On constate que chacune des représentations non génériques p dans la liste ci-dessous a
exactement un poids de Serre modifié (rg,r1), dont le symétrique (p — 1 —rg,p — 1 — 71) est
également un poids de Serre de p (non modifié¢). On ordonne les poids en commengant par le
poids modifié, puis son symétrique, et enfin les autres poids non modifiés.

(i) p~ Indg; (w0 - nr'(0)) @ wd avec 1 <o < p—2;

o _f (ro+1lp—1)®@det™" . (p—2—ry,0)®det™PI7T0), .,
D(p)_{ (p—1—rg,p—2)®det™ , (rp—1,p—1)®1) ® det” .
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(i) p=Indgr, (ws - nr'(h)) ©ws;

(iii) p ~ Indgil (WZ(QJ”H) . nr’(@)) ®@wd avec 0 <7y < p—3;

D) = (p—1,r1 +2)®@det™? . (0,p—3—r) ®detP~tHPAFT) % det
p)= (p—2,p—2—r1)®detp(1+”) , p—1Lrm)e1 ’
(iv) p~TndgF, (f -mr'(0)) ® wf ;

I
D(p)={(p-1,1)@det™”,(0,p—2) @det’ ', (p—2,p— 1) ® 1} ® det”.

Dans les cas (i) et (iii) de la liste ci-dessus, un seul des deux entiers (rg,71) prend une
valeur non générique, a savoir 0 ou p — 1 pour rg et —1 ou p — 2 pour r;. Dans les cas (ii)
et (iv), les entiers rg et r; sont tous les deux non génériques et nous appelons totalement non
génériques les représentations associées. On remarque que ces représentations totalement non
génériques n’ont que trois poids de Serre. Cela tient au fait qu’une des congruences C.(h) n’a
pas de solution, comme évoqué dans la partie 2.1. Avec les notations de cette partie, on a en
effet Dog = p mod p? +1 et Dy; = 1 mod p? + 1. On constate également qu’aucun poids
de Serre n’est solution de plusieurs congruences C.(h), c’est-a-dire que toutes les multiplicités
combinatoires (§2.4) sont 1.

4.1.2. Types inertiels impliqués. D’apres la forme de la conjecture de Breuil-Mézard et les
résultats de [GK14], les types galoisiens pour lesquels 1'énoncé de la conjecture de Breuil-
Mézard fournit des informations sur les multiplicités intrinseques d’une représentation p sont
exactement ceux pour lesquels I'intersection D(t)ND(p) est non vide. La représentation (irréductible)
non générique p étant fixée, on recherche donc les types t somme de deux caracteres distincts,
modérés et de niveau f, ayant des poids de Serre en commun avec p.

Pour un tel type t = n®7’, on note ¢ et ¢; les entiers entre 0 et p—1 vérifiant 7 = wi P77,

n
D’apres la partie 3, les poids de Serre dans D(t) sont les constituants de Indﬁéi(? ") 7 ®7 et

sont donnés par les couples de [0,p — 1]? qui apparaissent dans la liste :

{ (co,c1) i (p—1—co,p—1—c1) @ det®tPer

) . 7 odet.
(p—2—co,er— D) @det™ ;1 (co—1,p—2— 1) @ det?@HD }®”° ‘

Le tableau suivant résume, pour chaque représentation p irréductible non générique, les
types t tels que D(t) N D(p) est non vide et précise cette intersection. Le résultat ne dépend
que de la restriction de p au sous-groupe d’inertie Ir et donc pas de 6. On suppose de plus que
'entier d est nul. En effet, le tableau pour la représentation p ® w§ s’obtient & partir de celui
de 7 en multipliant 7/ par wg et tous les poids dans D(t) N'D(p) par det?. Enfin, les ensembles
Dn@n') et D(n @ n) étant égaux, on a choisi arbitrairement un seul parmi ces deux types
pour le faire figurer dans le tableau.
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Représentation p = Indg” (x -nr'(9)) | Type t =n@n' | Poids de Serre dans D(t) N D(p)
I — —2—10,0) @ det* 0P
0<ro<p-—2 wio & wy? (» 0,0) )
(p—1—ro,p—2) ®det™
—1—r0,p—2) @ det®
X =witT 1<r<p-2 W @1 (p—1-ro,p—2)®de
(T0_17P_1)®:ﬂ
ro+1,p—1)®det™!
0<ro<p—3 w%%"o*p@w;l (ro p ) o
(p—2—70,0) ®det't707P
0,p—3—r1) ®det~ 1P+
“lsm<p-3 Wi @ wy! 0 Y (1+71)
- —4—T €
(p—2,p—2—1r1) @detP' "
— 2 p—92— d tp(1+'r1)
X = wZ(2+r1) 0<rm<p—-3 w;1+p(1+7-1) o1 (p ,D r1) ®de
(p - 17T1) ® 1
—1<rm <p-—4 W HP+2) oy e (p—1,r1+2)@det™®
. ? ? (0,p — 3 —71) ® det ~HFPEFrD)

On note que, pour les troisieme et sixieme lignes du tableau, ’ensemble des poids communs
au type et a la représentation est formé de I'unique poids modifié et de son symétrique. Ce sont
les seules occurences du poids modifié, alors que son symétrique apparait également dans les
premiere et quatrieme lignes.

4.1.3. Lien avec les variétés de Kisin et les anneaux de déformations. Pour le degré f égal
a2, les anneaux RY (vo, t,p) considérés dans la partie 1.4 ont été déterminés dans [CDM14], en

lien avec certaines variétés de Kisin @w(vo, t,p) qui parametrent des modules de Breuil-Kisin
en caractéristique p. Les énoncés finaux de [CDM14] (théoreme 4.3.1, corollaire 4.3.3) utilisent
les notions introduites dans les parties 2.3 et ’étude exhaustive des parties 4.1.1 et 4.1.2. On
les résume rapidement ici, a titre d’illustration du lien profond entre les notions nouvelles
introduites dans ce texte et de nouveaux phénomenes géométriques observés dans les espaces
de déformations, en lien avec la conjecture de Breuil-Mézard.

Lorsque la représentation p est non générique mais pas totalement non générique (cas (i)
et (iii) de §4.1.1), elle possede 4 poids de Serre : un unique poids modifié o,,, son symétrique
o3, et deux autres poids. On a les équivalences suivantes :

o D) ND(t) =0 & GZ" (vo,t,7) = 0 & R (vo,t,5) = {0} ;

o 05 & D(P)ND(t) & GZ" (vo,t.7) = Spec(k) & RV (vo.t,p) ~ Op([X, Y, T]| /(XY +p);

_ =% — —

b O-Isn € D(p) N D(t) e (V07t'7p) = I[DllcE < Rw(v(%t'yp) = OEHX7 Ya T]]/(XY +p2)
On en déduit que toutes les multiplicités intrinseques des poids de p sont égales a 1, sauf
lorsque h vaut p ou p(p — 1) et que le poids de Serre est oy, qui est le poids totalement
irrégulier (p — 1,p — 1) : la multiplicité mz(om) est alors encore inconnue.

Lorsque la représentation p est totalement non générique (cas (ii) et (iv) de §4.1.1), elle
possede 3 poids de Serre : un unique poids modifié oy, son symétrique o, et un autre poids o”.
On a les équivalences suivantes :

o D(H)ND(t) =0 = TZ" (vo, t,7) = 0 & R (vo,t,7) = {0} ;

e 0%, € D(p)ND(t) & G2 (vo,t,7) ~ P}, & R¥(vo,t,7) ~ Op[[X, Y, T])/(XY +p?);

o 05 ¢ D(p) ND(t) & GZ" (vo,t,5) = Spec(kp).
Dans ce dernier cas, 'anneau RY(vq,t,p) reste mystérieux (on sait néanmoins que c’est un
sous-anneau strict de Og[[X,Y,T]]/(XY + p)). On en déduit que les multiplicités intrinseques
du poids modifié et de son symétrique sont égales a 1, alors que la multiplicité du dernier
poids ¢’ (non modifié) est encore inconnue.
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4.2. En degré f = 3. Une présentation de toutes les situations non génériques possibles
pour f égal a 3 s’avérerait treés longue. On choisit ici de présenter quelques exemples typiques
des représentations p et des types galoisiens t ayant strictement moins de 2/ poids de Serre.

Dans les deux tableaux ci-dessous figurent une représentation p (sous forme de son poids
initial), son nombre de poids total |D(p)|, son nombre de poids modifiés |Dy,(p)|, son nombre
de poids de multiplicité combinatoire supérieure ou égale a 2 |D>2(7)|, un type galoisien t (sous
forme du f-uplet ¢), son nombre de poids total |D(t)|, le nombre |D(t) N D(p)| de poids commun
a p et t, et le nombre de ces poids communs qui sont modifiés ou de multiplicité combinatoire
supérieure ou égale a 2. Ces nombres (et les poids qu’ils comptent) ont été obtenus par les
formules des parties 2.3.2, 2.4 et 3.

La derniere ligne de chaque tableau indique la variété de Kisin @w (vo,t,p) associée &
0, t et aux poids de Hodge—Tate potentiellement Barsotti—Tate v. Ces variétés, munies d’une
stratification dans {I, 11}/, ont été étudiées en détails (équations, composantes irréductibles,
connexité...) dans [CDM15], en lien avec les anneaux de déformation R¥(vo,t,p). Pour des
représentations non génériques, elles sont toutes de dimension 0 (ou vides), alors que les cas
non génériques comme ceux présentés ici présentent une géométrie bien plus riche.

L’avant-derniere ligne de chaque tableau donne le nombre de poids de Serre communs a
la représentation p et au type t, qui sont ceux apparaissant dans ’énoncé de la conjecture
de Breuil-Mézard pour les données de déformations (p,t,vg). Si la conjecture de Kisin sur la
valeur des multiplicités intrinseques (& savoir, que tout poids de Serre o de p vérifie mz(o) = 1)
est vraie, ce nombre est la multiplicité de Hilbert—Samuel de la fibre spéciale de I'anneau de
déformations RY (v, t,7). Cette avant-derniere ligne sert donc de guide pour la détermination
des anneaux RY (v, t,p). Elle permet notamment de distinguer si deux de ces anneaux peuvent
étre isomorphes, ou de tester la validité de certains candidats explicites.

On observe que, plus la géométrie de la variété de Kisin est élaborée, plus la situation des
poids de Serre de p et t est dégénérée. On constate également que, dans tous les cas présentés ici

ot G%" (vo, t,p) est de dimension non nulle, au moins un des poids de Serre commun & p et t est
modifié pour p. Enfin, les variétés de Kisin stratifiées peuvent étre similaires mais correspondre
a des anneaux de déformations différents, comme dans le premier tableau. Cette différence se
lit directement sur le nombre de poids communs. Plus profondément, elle reflete des situations
différentes pour les poids de Serre de p et t : cardinal de D(t) d’une part, h congru & une valeur
défendue contre poids de p de multiplicité combinatoire 2 d’autre part.

Représentation p(h) | (p—1,p—3,p —2) = D119 (p—1,p—2,19)
ID(p)| 7 7
D (p)| 3 3
|D>2(p)| 0 1
Type galoisien t (c) p—-1,p—1,p—2) (0,1,p—3—13)
|D(t)] 4 6
D() N D7) 0 1
D) N Du(p)] | >
D) D) 2 3

IxIIxI IxIxII ) IIxIxI IxIxII

——eo— | | —o——o— !

@d)(vo,t,ﬁ) IxIxI IxIxT
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Représentation p (h) (0,—1,72) (p—1,-1,-1)
ID(p)| 7 6
|Dm (ﬁ)| 3 4
|D>2(p)| 1 2
Type galoisien t (¢) (p—1,0,p—2—r9) (0,0,p—1)
ID(t)] 5 4
|D(t) N D>2(p)| 1 2
|D(t) N D (p)| 1 2
D) N D) 5 1
7
IP,l £
§
7‘_
v B
Jd Y 4
% I7<
A /4 ,,
X
I LT
Y _ P! P! TIXTIXII e
G%" (vo,t,7)
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